Teorema 1.4.2: Sejam a, b,c,d € Z tais que
a=b(modn) e c=d(modn).

Entao,
e a+c=b+ d(modn) @ ac = bd (modn).

Operacoes no conjunto das classes (mod n)

Podem definir-se em Z,, operacdes de adigdo & e de multiplicagdo & , dadas por:

[a]n & [b]n = [a + Bl [a]n @ [b]n = [ab]5.

Teorema 1.4.3: (Propriedades das operagdes em classes (mod n) )
Sejam x,y,z € Zp, e sejam 0 = [0], e 1 = [1],. Ent3o:
o xDy=yodx;, xBy)Dz=xD(yD2),
@ XF 0= L 5

o Existe x' € Z, tal que x @ x' = 0;




x = [a]n, com a € Z, entdo X' = [—a]n pois XX =0.

Ao elemento x’ chamamos simétrico de x em Z,, e representamo-lo por —x.

Teorema 1.4.3: (continuacio )

o xRy =y®x; (xQy)@z=x2(y®2z),

o xV1=x’

o xRy B2)=xQy)D (xR 2)




Definicao 1.4.4:

Um elemento x € Z, diz-se invertivel se existe x’ € Z, tal que

Se existir X, diz-se que

Exemplos: X" é o inverso de x

n=4  Zy={[0]s. [1]s, [2]s, [3]4}

0]y tem inverso ? Nzo, pois  |0]4 ® |als = 0], # [1]

3|y teminverso ? Sim, pois {23]4 % 3]s = 9]y = [1]4
2|y teminverso ?

Nao, pois




Conclusao: ncN Z, = {[0],, [1]n,..., [n—1]n}

x

Dado a € {0.....n— 1}, achar o inverso da classe 3] &

encontrar um elemento X € {0, ..., n— 1} tal que

ax =1 (modn) Caso particular
de uma congruéncia linear




Definicao 1.4.5:
Chamamos congruéncia linear a uma expressao da forma
ax = b (modn) .

em que n € N, a, b € Z (constantes) e x é uma varidvel inteira (i.e. toma
valores em Z).

Uma solucao da congruéncia linear ax = b(mod n) é um nlimero inteiro «
tal que aacc = b(mod n).

Teorema 1.4.6:

Sejam a,bc Z enc N. Se a € Z é uma solucao da congruéencia linear
ax = b(modn), entdo qualquer 3 € [a], é também uma solugao.

Demonstracao. Uma vez que aa=b(mod n) e 5 = a(mod n), entdo existem

u,v € Z tais que _,
ac—b=un e [—a=vn

Assim, ?
al — b

a(a + vn) — (acx — un)

= aw -+ avn — ax + un
= (av+u)n

e portanto af = b(modn). U




Observacao:

Para n € N, definamos

Uma vez que Z, = {[0],. [1],,....[n — 1],}, o teorema anterior diz-nos
que uma congruéncia linear fica completamente resolvida quando
determinarmos as suas solucoes em Z,,.

Exemplos:

; I Procurar x tal que
Consideremos a congruencia linea 2x-1= mailtiplo 4

Zy = {[0]s, [1]s, [2]4, [3]a} Zi= {0, 1, 2, 8}

2x 0=0 % 1(mod 4)
2% 1 =22 1(mod 4)
2X2=4=0 7% I{mod 4)
2% 3=0=2z% 1(mod 4)

Portanto, nao possui quaisquer solucées em Z.




Determinemos as solucoes da congruencia linear@

Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5} N

Procurar x tal que
25 = {("]! l ? 2 3._ _1} 2x-1= multiplo 5

2x 0=0=0(mod 5)
2x1=2=2(mod 5)
2% 2=4=4(mod 5)
2 X 6 = 1(mod 5)
2 %X 4=8 = 3(mod 5)

v

O conjunto das solugdes €

[3]5 =34 5= { =12, -1, —2,3,8,13,...}.
I

Determinemos as solugdes da congruéncia linear 2x =4 (mod 500 )




Teorema 1.4.7

Sejama,b € Z, ne N ed = mdc{a, n}. Entio a congruéncia linear
ax = b(mod n)

o tem solugcées em 7 se e s6 se d|b;

@ casod|b, entdo a congruéncia linear POSSul exactamente d
solucoes em Z,,.

Notas da demonstracao: mdc{a,n}= au + nv
/ Igualdade de Bezout

Q Sejam v, v € Z tais que d = au + nv e tomemos

n
e m=— € 4.
d

Q@ o atm a+2m,..., a+(d-1)m

sao d solugdes ndo congruentes modulo n de ax = b (mod n).

© Estas d solucdes podem n3o pertencer todas a Z,, mas atendendo aos teorerr
anteriores, podemos determinar d solucoes em Z,,. |

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



